Академик Н.Ф.Морозов, П.Е.Товстик
ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СТЕРЖНЯ, ВЫЗВАННЫЕ ПРОДОЛЬНЫМ
УДАРОМ
Аннотация

Рассматриваются поперечные колебания тонкого стержня, вызванные кратковременным продольным ударом. После удара в стержне появляется периодическая по времени система волн сжатия-растяжения, которая вызывает поперечные колебания. В линейном приближении исследуется параметрический резонанс, ведущий к неограниченному росту амплитуды поперечных колебаний. При нелинейном подходе в окрестности резонанса возникают биения, при которых происходит взаимный обмен энергии продольных и поперечных колебаний. Исследовано влияние вязко-упругих сил сопротивления. 
1. Введение. Задача о статической устойчивости стержня при осевом сжатии имеет большую историю, начинающуюся с трудов Л. Эйлера [1]. При динамическом продольном нагружении задача значительно сложнее. В предположении, что нагрузка постоянна по длине, решена задача для 

нагрузки, превосходящей критическое значение в статике [2], для нагрузки, линейно возрастающей со

временем [3], для нагрузки, периодически меняющейся со временем и приводящей к параметрическому резонансу [4].

В [5] задача решается в более строгой постановке, при которой учитывается конечная скорость распространения продольных волн в стержне. В данной статье продолжены исследования, начатые в [5]. Более подробно исследуется взаимодействие продольных и поперечных колебаний.  
2. Продольные волны. Распространение продольных волн в

стержне длины L при кратковременном продольном ударе по концу x=0 при 0<t<T постоянной силой 
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 в линейном приближении описывается уравнением 
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[image: image6.wmf]- продольное перемещение, 
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 - модуль Юнга, плотность материала и площадь поперечного сечения. Начальные условия считаем нулевыми.

Введем безразмерные переменные 
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где c – скорость продольной волны (далее нижний индекс
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 опускаем). Предполагается, что время действия импульса T не превосходить удвоенного времени пробега продольной волны по длине стержня (
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 уравнения (2.1) периодично [5] по времени 
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Продольное напряжение 
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[image: image17.wmf](2.3)
где 
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 - собственные частоты продольных колебаний, 
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 - безразмерная сила удара. Разрывная функция 
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 с нулевым средним значением положительна при сжатии и 4-периодична по времени.
3. Уравнение поперечных колебаний. Поперечные колебания стержня в безразмерных переменных описываются уравнением 
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где 
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 - момент инерции и радиус инерции сечения. Для шарнирно опертого стержня решение уравнения (3.1) представимо в виде ряда Фурье
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Тогда функции 
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 удовлетворяют системе уравнений
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где 
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 - собственные частоты поперечных колебаний.
4. Область параметрической неустойчивости. При 
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 система (3.3) – это бесконечная система слабо связанных между собой уравнений с периодическими коэффициентами. Рассмотрим устойчивость ее нулевого решения. Эта система содержит три безразмерных параметра: длительность удара 
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Зафиксируем 
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 и рассмотрим область параметрической неустойчивости на плоскости параметров 
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безразмерный ударный импульс. Область неустойчивости примыкает к оси 
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 лишь в окрестностях значений [6,7] 
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Множество (4.1) является всюду плотным. При 
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 получаем главные резонансы, при 
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 - комбинационные резонансы и при 
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 - резонансы на обертоне.

При резонансе амплитуда поперечных колебаний растет пропорционально 
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 - определяемые при численном интегрировании усеченной системы (3.3) характеристические показатели.
Рассмотрим сначала приближенно главные резонансы при 
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 и их окрестности, игнорируя взаимодействие форм колебаний. Тогда в системе (3.3) остается одно уравнение
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Расчеты показали, что при малых 
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 величина 
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зависит от 
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При 
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 в таблице 1 приведена информация для пяти первых главных peзонансов.

Таблица 1. Параметры главных резонансов.
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Величина 
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 в таблице 1 найдена для критической длины 
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 определяют границы 
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 растет как величина 
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[image: image62.wmf]r

 из уравнения (4.2) главный вклад дает первое слагаемое в ряду (3.3) для 
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Вычисления показали, что для резонансов на обертоне и для комбинационных резонансов величина 
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 существенно меньше, а ширина области неустойчивости уже, чем для главных резонансов. Подробнее они не рассматриваются.

Область параметрической неустойчивости напрямую не связана с критической статической эйлеровой нагрузкой 
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В области неустойчивости 
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, что приводит к неограниченному росту амплитуды и находится в противоречии с консервативным характером задачи при 
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Поэтому ниже рассматривается нелинейная модель, описывающая влияние поперечных колебаний на продольные.
5. Нелинейная система уравнений продольно-поперечных

колебаний. Запишем принцип Остроградского-Гамильтона
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где 
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 - кинетическая и потенциальная энергия, 
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 - элементарная работа внешней силы. В безразмерных переменных эти величины приближенно равны 
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Здесь в выражение для продольной деформации включено нелинейное слагаемое.
Приближенное решение задачи (5.1), (5.2) ищем в виде
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Для построения уравнений относительно функций 
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 подставим (5.3) в (5.1) и приравняем нулю коэффициенты при вариациях этих функций. Тогда получим 
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Систему (5.4) интегрируем при ненулевых начальных условиях 
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Берем по пять слагаемых в суммах (5.3), 
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Рассматриваем безразмерные длины 
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вызванные кратковременным продольным ударом. В отличие от

линейного приближения, которое приводит к неограниченному росту амплитуды, здесь при резонансе наблюдается лишь двукратное увеличение амплитуды по сравнению с начальным

отклонением. Колебания носят характер биений с последовательной перекачкой энергии продольных колебаний в поперечные и наоборот. Показан график функции 
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Рис. 1. Режим биений после продольного удара.

Упомянутое выше двукратное увеличение амплитуды связано с выбором начального условия 
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 с течением времени выходим на тот же режим биений, показанный на рис. 1.
6. Влияние сил сопротивления. Рассмотрим стержень из

линейного вязко-упругого материала. В простейшей модели

вязко-упругости [8] модуль Юнга E приобретает множитель
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[image: image92.wmf]d

 - безразмерный коэффициент вязкости, 
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 - характерная частота колебаний.

Рассмотрим сначала влияние вязкости на решение в линейном приближении в предположении 
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. Вместо (4.2) имеем уравнение для описания поперечных колебаний при главных параметрических резонансах:
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причем при вычислении ряда (3.3) сохраняем только первое

слагаемое. Второе слагаемое в левой части (6.2) ведет к уменьшению области неустойчивости. В частности, эта область уже отделена от прямой 
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. Множитель 
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  описывает затухание амплитуды продольных волн, в связи с чем величина 
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в некоторый момент времени выходит из области неустойчивости и амплитуда поперечных колебаний начинает убывать.

Сказанное иллюстрируется примером. Пусть 
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. На рис. 2 для двух значений вязкости 
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 представлена зависимость амплитуды поперечных колебаний от времени в интервале
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. Прежде, чем начать убывать, при 
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 амплитуда возросла в 4 раза по сравнению с начальным значением, при 
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 - в 15 раз, при 
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 - в 1200 раз (на рисунке не показано). Меньшее затухание приводит к более длительному росту амплитуды поперечных параметрических колебаний.
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Рис. 2. Влияние вязкости в линейном приближении.

Для приближенного исследования влияния вязкости на динамику нелинейной системы дополним систему (5.4) слагаемыми, учитывающими затухание колебаний:
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где коэффициенты вязкости 
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 и 
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 те же, что и в (6.2).

В качестве примера возьмем те же значения параметров 
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, что и в (6.2), и рассмотрим резонанс, соответствующий третьей форме поперечных  колебаний при 
[image: image112.wmf]001

.

0

0

3

=

b

. На рис. 3 для трех значений коэффициента вязкости 
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 представлены графики функций 
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Рис. 3. Влияние вязкости на нелинейные параметрические колебания.
На рис. 3 видим взаимодействие двух эффектов -

параметрического возбуждения и затухания. При больших значениях вязкости преобладает затухание. Отметим, что при линейном подходе для 
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  наблюдается возрастание амплитуды в 4 раза, а здесь оно практически отсутствует. При малой вязкости 
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 эффект биений с перекачкой энергии продольных и поперечных колебаний ярко выражен. Как и при отсутствии вязкости, амплитуда колебаний возрастает в два раза в то время, как при линейном подходе амплитуда растет неограниченно.

7. Обсуждение. При линейном и нелинейном подходах исследовано возбуждение поперечных колебаний при кратковременном продольном ударе по стержню. В стержне

возникает периодическое движение продольных напряжений сжатия-растяжения с нулевым средним значением. Эти

напряжения могут привести к параметрическим поперечным колебаниям стержня. Особенно интенсивными эти колебания будут, если длина стержня совпадает (или близка) с одним из критических значений, при котором реализуется главный параметрический резонанс. При этом одна из собственных частот поперечных колебаний равна удвоенной первой

частоте продольных колебаний.

Линейное приближение дает возможность найти области параметрической неустойчивости как при отсутствии, так и при наличии сопротивлений. Однако для исследования движения в области неустойчивости линейное приближение непригодно. При отсутствии сопротивлений оно приводит к неограниченному росту амплитуды поперечных колебаний, а при наличии сопротивлений – к ее неоправданному росту. 
Причина этих физически некорректных результатов в том, что линейное приближение не учитывает обратного влияния поперечных колебаний на продольные.
При геометрически нелинейном подходе типичным видом движения при параметрическом резонансе является режим биений, при котором происходит перекачка энергии поперечных колебаний в продольные и наоборот. Этот режим слабо зависит от начальных условий. При наличии сопротивлений имеет место сложное взаимодействие нелинейности и затухания, причем для большой вязкости преобладает затухание, а для малой - наблюдается

режим биений, сопровождающийся затуханием.

Область параметрической неустойчивости напрямую не связана с критической статической эйлеровой нагрузкой. Динамическая потеря устойчивости может произойти при нагрузках, существенно меньших эйлеровой.
При поддержке РФФИ, гранты 12.01.92000.ННС-а.
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